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3. Transformées de Laplace usuelles

F(p) f(t) Remarques
et 5(t—a) a>0
l —at
pt+a ¢ p+a>0
1 1!
(pray S p+a>0,nelN
1 at o1
(p+a) ‘T p+a>0, a>-1
—at
! ‘ p+a>0
\pta \/ﬂ
T a;Z s e’“'ismébn p+a>0,b>0
P c’“'cos(br)—ie’msin(bt) p+a>0,b>0
(p+a)?+b2 b
pta —at-bt?
e ¥ erfc( ) " b>0
2vb
)2
e p+a at
— fl
pea c(2\@) e er(\@r) b>0
1 —at
f(Vt 1>0
(prayprarl e erf(V) pra+
L by —at ( b )
—e e "erfc| — p+a>0
p+a Vi
2
- 5 e 2bvpFa 2¢7% 1[iexp (—bf)—berfc(i)]
(p+a)? n t 4
“byp ) b
¢ be+ct®
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L ()
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Eth(ap) sqw (5) p>0
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e Jo(t)
P 1
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= 1+p?
1+p? ( P
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8  Transformées de Laplace

1. Définitions et rappels

La transformée de Laplace F de f est définie par
F(p):ff(t)e””dt, f(t<0)=0,
&
et est notée f(t) A F(p), ou F = L(f). On rappelle que H(t) est la fonction de Heaviside avec :

1 sit=>0
0 sit<0’

H(t) = IdR+(t) :{

Les fonctions que l'on considere sont causales, c’est-a-dire que f(t < 0) = 0. Si jamais f(t <0) =0
on considérera la fonction H(t)f(t) en lieu et place de f.

2. Identités et propriétés vérifiées par les transformées de La-
place

— Linéarité : — Formule du retard (a>0) :
cifi(t) +cafa(t) 2 e Fi(p) +c2F(p) H(t—a)f(t—a) 3¢ P"F(p)
— Changement d’échelle (a > 0) : — Théoréme de I'amortissement :
1_(p —at 2
fla3-F ;) U F(H) I F(p +a)
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1. Alphabet grec et latinismes courants

Tas. 1.2 Abréviations latines courantes

3. Fonctions de Bessel de premiére et seconde espece ], et Y, 39

Latin Traduction Exemple
c,ca. circa environ (temps) ...axiomatisée par von Neumann (ca. 1930).
cf. confer voir, comparer cf. les principes (Dirac, 1930).
etal. etalii et autres K.A. Olive et al., 2014 (une centaine d’auteurs)
etc. et cetera et les autres ...métaux de transition : Sc, Ti, V, Cr, etc.
e.g. exempli gratia par exemple ...observés, e.g. avance du périhélie de Mercure.
ie. id est c'est-a-dire ...variable définie localement (i.e. intensive) ...
N.B.  nota bene Notez bien que N.B. Il sera tenu compte ...
PS. post scriptum “écrit apres” PS. Lisez le post-scriptum.
viz. videlicet précisément ...le gradient de ¢, viz. un champ vectoriel.
V., VS.  versus contre Aristotélisme vs. Galiléisme

09 v

/// AN S

FiG. 7.3 Tracé des premiéres fonctions de Bessel d’indice entier de premiére espece (graphe du
haut) et de seconde espéce (graphe de dessous).
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2. Périmétres, aires et volumes usuels

— Secteur angulaire :

{=Rq,

Aire = -7
27
avec ¢ en radians.

— Parallélépipede rectangle :

Aire = 2(ab+ bc + ca),

Volume = abc.

— Spheére :

¢ RZZ&I{Z,
2

Aire = 41R?,
Volume = el R3 .

—
R
— Cylindre :
h )
Aire = 2nR(R + h),
Volume = tR?h
—
R
— Cone:
h Aire de la base = TR?,
Aire latérale
=7RVR2 + 12,
Volume = %T[th.
—
R

3. Fonctions de Bessel de premiére et seconde espéce ], et Y,

37

v 2
i erf(x)
IS T |
R A= I !
2 X\T I I i
| | erfe(x)
1 2 3 X

FiG. 7.2 Tracé de la fonction erreur erf (en rouge) et de la fonction d’erreur complémentaire erfc
(en bleu). Pour x — 0 la fonction erreur s'approxime bien par la droite y = 2x/y/7 alors que pour

X — oo (en pratique x > %) elle s'approxime par erf(x) ~

1-e/(xyR).

3. Fonctions de Bessel de premiere et seconde espéce ], et Y,

— Equation différentielle de Bessel : —
¥y +xp + (2 =v2)p =0, v>0.
posséde pour solution générale :

v(x) = AJy(x) +BY,(x), veR
v(x) = AJy(¥) + BJ_y(x), veR\N

avec J, la fonction de Bessel de premiére
espece et Y, celle de seconde espéce.
Pourv=nelNona:

Jon(x) = (1), (x)-

— Représentation en série de J,(x) :

)

(_1),, 2n+v
() = ;m(%)

Représentations intégrales de J,(x) :

b

Jo(x) = % J cos(xsin0) dO,

0
b

1
Jn(x) = ;jcos(ne—xsine) de, nelN

0
b

_ L itno-xsing) 4o,

271

Ju(x) = ‘/2 j 2) cos(xt) dt, Re(v) > -1

Fonctions génératrices de J,(x) :

L’g(k%) - i f”]n(x): ei.\'cusB: i nI ( ) an
x>+izhn<x>, efrind = i Jalx)e"".
n=1 e
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6 3. Formulaire de trigonométrie

y
cotan = 1/tan @ e
sin¢ M
tan¢
¢} ¢
-1 cosp 1 x
-1

F1. 3.2 Point M rapporté au cercle trigonométrique. La projection de M sur I’axe Ox donne le
cosinus de l'angle que fait OM avec Ox, sa projection sur I'axe Oy le sinus. De méme la projection
de M sur la droite perpendiculaire a Ox et passant par le point de coordonnées (1,0) a pour
ordonnée tan ¢ (en bleu). Enfin, la projection de M sur la droite perpendiculaire a Oy et passant
par le point de coordonnées (0, 1) a pour abscisse cotang = 1/tan¢ (en rouge).

— Parité : — Dériodicité :
cos(—¢) = cos, cos(¢+ 27) = cos ¢,
sin(—¢) = —sin¢o, sin(q + 27) = sin¢,
tan(—¢) = —tanq. tan( + 1) = tan .

On a de plus d’autres formules qui se déduisent du triangle rectangle initial dans le cercle
trigonométrique par des réflexions par rapport a certains axes, cf. Fig. 3.5.

b. Identités utiles

Les fonctions trigonométriques vérifient les identités fondamentales :

cos’@+sin®@=1,
1

1 +tan? =—
¢ cos? @

ainsi que tout un jeu d’identités utiles pour les calculs qu'on répertorie ci-apres.

7  Fonctions spéciales

1. Fonctions eulériennes I et B

a. Fonction gamma I’

— Définition :

o

jt\ 1 et d

0

— Valeurs remarquables :

r()=1, r(%):ﬁ

— Relation de récurrence :

T(x+1)=xT(x).

— Argument entier ou demi-entier (n €

N):

1

T'(n+1)=n!, T(n+2

b. Fonction béta B

— Réprésentions intégrales :

1

)-

v 2n!

221l

B(x,v) :jt""l(l — 1l de

I

0
Jl+p‘*}

0

/2
=2 s2¥19sin?~1 6 do

— Formule des compléments :

Tl -x)=——-.
(91 =x) sin(Ttx)
— Formule de duplication :

22,\‘71

N

I(2x) =

— Formule de Stirling (7 — o0) :

n
n!'~V2mn (g) (1 +L+,‘.

12n

— Symétrie :
B(x,v) = B(y,x)
— LienavecI:
(')
Bloy) =T v)

LT (x+1).

)
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3. Formulaire de trigonométrie

Fig. 3.3 Représentation des différents
angles remarquables sur le cercle unité.

— Tangente de 'arc moitié [t = tan(q/2)] :

2

—t

cosp=——>, singp = ——,
e Sme=Tie

! 2t q 2dt

angp = ——, = .
1 e A eE

Dans un triangle ABC tel que ci-
dessous :

<

tan@

V3

e NSNS

\
s
B

@l

=

e

ol
S
S
-

=

— Lois des cosinus et sinus :

A =a’+b*-2ab cosY,

sina _sinp _siny

a b c’

— Formules de Mollweide :

R e PR

¢ sin(%) ' < cos(%) '
aibitan(%_ﬁ)
a+b’@

3. Fonctions trigonométriques inverses

Sur les domaines ot les fonctions trigonométriques établissent une bijection on peut définir

une fonction inverse. Par exemple on a:

arccos(cos(x)) =

Yxe[0,m],

en notant arccos la fonction inverse du cosinus. On définit, de plus, arcsin comme étant la
fonction inverse du sinus et arctan comme étant celle de la tangente.

5. Systeme de coordonnées sphériques 33

FiG. 6.7 Représentation des surfaces élémentaires dans le systéme de coordonnées sphériques.

Ainsi les quantités cinématiques du point M sont données par :

; :i?;+ré?0+rsine<b?q,,
. =2 2 o2\ =
(7 —r0 —rsin“0¢7) ¢
+ (270 + rB - rsin Ocos 09%) T

s}
I
I

+(27sin 0 + 27 cos 6O + rsin 6) -

c. Eléments d’intégration

L’ «élément de déplacement » est donné par :
d7 =7 dr+redo+rsin0¢,de.
Grace a celui-ci on obtient les déplacements élémentaires le long des lignes de coordonnées :

d7(r) 0= Zdr, d7(0)

=redo d7 ()| =rsin6¢,de.
o, r,0

Les surfaces élémentaires orientées obtenues en fixant une coordonnées (cf. Fig. 6.7) sont données
par:

ds €<p|: | /\dr’ = 2sin 62 dodg,
d§ (|)r| = i | =rsin0 ¢ dedr,

|O(p r| | =17, drdo.

L’élément de volume infinitésimal (cf. Fig. 6.6 b) est donné par :

dv(r,0,¢) = (d_r'|q) R d_r'|r_ e) . d?’e = risinBdrdedo.

d. Expressions des opérateurs différentiels en coordonnées sphériques

Pour un champ scalaire f et un champ de vecteur ¥ donné par :

T =0, 7 10T+ U B
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3. Formulaire de trigonométrie

cos(T/2+ @) =—sing

sin(m/2 + @) = cos

cos(T— @) = —cos¢

cos(T/2 — ) =sin¢g
sin(1/2 = @) = cos

sin(mt — ) =sing

(cos @, sin¢)

-1 (P
Cos(Tt+ @) = —cos

sin(7t+ @) = —sin¢g

FiG. 3.5 En considérant un point M du cercle trigonométrique, tel que OM fasse un angle
@ avec l'axe Ox, et les réflexions de OM on établit de nouvelles identités entre les fonctions
trigonométriques cos et sin. La réflexion vis-a-vis de l'origine O consiste a considérer le point
faisant un angle de @+ par rapport a I'axe Ox. La réflexion par rapport a Oy celui d’angle t—¢,
celle par rapport a la premiere bissectrice (v = x) celui d’angle 1/2 — . Enfin, la composition des
deux dernieres réflexions donne le point faisant un angle de 7/2 + ¢ avec I'axe Ox.

5. Systeme de coordonnées sphériques

31

Fic. 6.5 Représentation des surfaces élémentaires dans le systeme de coordonnées cylindriques.

L’élément de volume infinitésimal (cf. Fig. 6.4 b) est donné par :

dV(p,p,2) = (d?’|w A d'r’|(w) : d7'|(m = p dpdedz.

d. Expressions des opérateurs différentiels en coordonnées cylindriques

Pour un champ scalaire f et un champ de vecteur ¥ donné par :

- > - -
V=0, +v,¢+v, ¢,

les opérateurs différentiels ont les expressions suivantes :

_9d

=T+
p

219 9
“5dp " oz

U 10 O

grad(f) = 3%+

140
A
/= 0
INTESUNAS

pd(p e+ 2@

dz  dp

Pf_f 19

e

1(V
p2\P

5. Systeme de coordonnées sphériques

a. Définition

Dans ce cas on pose :

X =rsinOcosq,
v =rsinBOsine, r>0,0<0<m,
z=rcos0,

1
Avq,—?(vq,—Z

71()7(7/“167/((, v, I, vp+167/(
0o T e Tz T 60 ppde
— 1dv, g\, (v dv.\_,

_(EG‘P—¥)E+( )C

1(d
<p+* 67(7 (pvg) -

v,
dz’

)\,
9o

1 *f dzf

9

R
2 dp?  dz? dpz 0 dp p2 Era NP
6
dp

Do)l
o}

i

Eq,

“MSQ<T

+(av,) €.
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4. Systeme de coordonnées cylindriques

12 3. Formulaire de trigonométrie
z
z —
e, - -
€p
M (
A

e
arctanx +arctan — = sgn(x) -,
X 2
e,
Y

,
. X
, arctanx = arcsin .
VI +x2
O

On démontre que ces fonctions réciproques vérifient les identités suivantes :
1
X

arccos x +arcsinx =

ST

arcsinx = arctan(

y

ar
Fic. 6.4 Représentation du systéeme de coordonnées cylindriques en a. et représentation de
I’élément de volume infinitésimal dV a la surface d’un cylindre en coordonnées cylindriques en

b.
les opérateurs différentiels ont les expressions suivantes :

*ox
_Of O Of
grad(f)fg %+ Py G+, e,
R vy aVy v,
divv = P 3
— v, 37/;; o [dve v\, aVy vy -,
“"(”—(@*E) s (@*X)%* W)
9f  0f Of
i o o
AT = (8vy) €+ (80,) €+ (AV) E
4. Systéme de coordonnées cylindriques
a. Définition
Dans ce cas on pose :
X =pcosq,
P20, -t<p<m z€R,

v =psing,
z=z
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14 4. Dérivées et intégrales

Elle possede de plus des propriétés de composition des bornes d’intégrations :

ff(x)dx = —ff(x) dx,

a b

b c c

ﬂff (x)dx+bjf<x>dx - j Fl)dy,

ce qui permet de simplifier les intégrales dans le cas ou I'intégrande est paire ou impaire :

si f est impaire,

B 0
jf(x) dx = 2jf(x) dx si f est paire.
0

En exploitant la formule de la dérivée d’un produit on obtient la formule d’intégration par
parties et en utilisant celle de la dérivée des fonctions composées la formule du changement de
variable :

On retrouve les primitives des fonctions usuelles en lisant « a I'envers » la table des dérivées
Tab. 4.1.

3. Systéme de coordonnées cartésiennes 27

z
-
z & z
N
&
W
€
0] % v
- v
(v\
¥
a. * b. ¥

F1c. 6.2 Représentation du systéme de coordonnées cartésiennes en a. et représentation de
I’élément de volume infinitésimal dV en b.

Les autres formules utiles.—

[[smdrev= ¢ oas.

v S=dV
MH(FMV =- @ FAdS,
v S=dV

grad(p)AdS =— ) $d7.
S Cifs

3. Systeme de coordonnées cartésiennes

a. Définition

Le repére cartésien R = (0,8 = (€, ¢, ¢}) est fixe et le point M posséde des coordonnées
(x,v,z2) telles que :

FT=OM=x7¢+v

s

p+z e,

ce qu’on représente en Fig. 6.2.

b. Relations cinématique

Les vecteurs (¢, ¢, ¢} forment une BOND fixe dans laquelle :
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4. Dérivées et intégrales

TaB. 4.2 Développements limités usuels en 0

. 1 n
=1+ x+ —x2 4.+ — + O,
e 3 " (")

sh(x)=x+ N PP O(x2*3),

i VL oy 2043
sin(x) = x T +..+(-1) (2n+1)!+0(x )

n
pad O(XZYHZ),

_a
- (1 _4W)B2n>€2n71 + O<X2n+l) b,

(I+x)"=T+ax+. T Ty
n
1
1-x

1 1
In(l —x)=-x— Exz - ;x” +O(x"™,
¢ _3)
Viex=1+ % o (=1t %x” +O(x™ 1k
1 3 -1,
EPRE R A0l
VI+x 2 2n!!

35 20+
arctan(x) = x— \? + % +ot (—1)”%
arcsin(x) = v+l£+ +7(2n—1)!! o

T3 2n!l 2n+1
b B, : nombres de Bernouilli
# n!l=n(n-2)---(2 ou 1) suivant la parité (bifactorielle)

=1+x+x7 4. +x"+ O™,

.\’”+O(,\’"+l),

+ O(X2"+3),

+O(x2"+3)

2. Opérateurs différentiels 25

b. Identités remarquables

Les opérateurs différentiels grad, div et rot vérifient différentes identités, indépendamment
des champs sur lesquels ils opérent. Parmi celles-ci les deux suivantes sont cruciales :

div(rot(7)) = 0,

roi(grad(f)) = 0.

Ensuite il reste un ensemble d’identités facilitant le calcul, a savoir :

grad(fg) = ggrad(f) + f grad(g),
div(f7) = f div(7) + (grad()) - 7,
div(T A D)= b - (tol(7)) - 7 - (fol(D)),
div(f grad(g) - ggrad(f)) = f ag-g af,

rol(f ) = (grad(f)) A 7 + f 10i(7),
o

= grad(div(7)) - A7,

rot(rot(7)

ou cette derniére identité est souvent utilisée comme permettant de calculer le laplacien vectoriel
avec :
——

AT = grad(div(7)) - rol (rol (7).

On peut aussi définir la dérivée directionnelle, dans le sens de ¥, avec U - grad qui vérifie :

Lorsque le vecteur 7 est le champ des vitesses d’un fluide alors cette dérivée directionnelle porte
le nom d’opérateur d’advection et intervient en particulier dans la dérivée particulaire de la
description eulérienne de la mécanique des fluides.

c. Identités utiles

Onnote ¥ =OM, r=||7]||, & = 7/r et T est un vecteur constant.

grad(r?) =27, div(7) =3, rof(7)= 0,
grad(r) = @ div(@)=2, (@) = T,
(1 2 [ —
grad(?):—rfz, dlv(rz):(], rot(¢ A 7)=27,
— G RPN 1
grad(lnr):T, div(c A7) =0, A;:O,

Fd(T =T, AT = 1P f)
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18 5. Fonctions usuelles

y ’
y=e'
e
v=1
1
O 1 e X
Fig. 5.1 Tracé de la fonction exponentielle V=X
exp(x) = e* en rouge et du logarithme népérien,
sa fonction réciproque, en bleu.
v a>1
y=x
Fig. 5.2 Tracé de la fonction puissance 0<a<l
pour différentes valeurs de a. Lorsque
a <0 on a une courbe décroissante qui
s’annule a I'infini (en noir). Pour atel 1
que 0 < a < 1, la courbe passe sous <0
la premiere bissectrice pour x > 1 (en a<
bleu), alors que pour a > 1 elle dépasse 0
cette bissectrice (en rouge). 1 X
— Propriétés : — Cas particuliers :
8 8 x® 8
OB = (,t)ﬂ;, r o X(\"),
xP =1
¢ (x\*
a a 1
o eir, 23
e\ * =

3. Fonctions hyperboliques

a. Définition et propriétés fondamentales

A partir de I'exponentielle on définit les fonctions cosinus hyperbolique (ch), sinus hyperbo-
lique (sh) et tangente hyperbolique (th) :

X X X

chx= %, shx= ¢

X

>

6 | Formulaire de calcul vectoriel et sys-
téemes de coordonnées

1. Identités du calcul vectoriel

a. Rappels sur les produits scalaire et vectoriel

Le produit scalaire entre deux vecteurs permet de définir le cosinus de I’angle que font ces
vecteurs :
77 = |77 cos O,
cf. Fig. 6.1. Le produit vectoriel, quant a lui, permet d’obtenir un troisi¢éme vecteur orthogonal
aux deux vecteurs qui le forme de telle sorte que la famille {i7, 7, ¥ A ¥} soit directe avec :
AT =[[@[[[VNsin 0 € ppr

en notant ¢,,, le vecteur unitaire ayant méme direction et méme sens que @ A V.

Le produit vectoriel permet de retrouver l'aire du parallélogramme dont les deux cotés sont
engendrés par # et U, alors que le produit mixte donne le volume du parallélépipéde engendré
par ¥, Vet Wavec:

Aire Parallélogramme = || A 7|,
Volume Parallélépipede = |(¥ A V) - W),

ce qui est illustré en Fig. 6.1 c. et d.

b. Identités remarquables
Les produits scalaire, vectoriel et mixte vérifient les identités suivantes quels que soient les
vecteurs auxquels ils s’appliquent.
produit mixte : @ - (T;A )= V(T
double produit vectoriel : @ A ( ¢
formule de Lagrange : (@ A T;) (TAad)= (7»?)(?- z)— (@- E)(Z> 7).
On a les deux identités suivantes :
Identité de Jacobi: TA(DAT)+ B A(CAT)+TA(FADL)=0,
(

A(cC
Identité de Lagrange : |7 A 7|1 + (7 - 7)* = || 7|1 7)%.
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20 5. Fonctions usuelles
y
=chx
v 1
(€]
X
Fig. 5.3 Représentation des fonctions hyperbo- thx -1
liques. En rouge le cosinus hyperbolique chx, —<h
en bleu le sinus hyperbolique shx et finale- y=shx
ment en noir la tangente hyperbolique thx.

Ces fonctions hyperboliques réciproques ont une représentation logarithmique :

argchx = ln(x+ m)’
argshx = 1“(-\‘+m),

1+x)
1-x/

argthx = %ln(

v =argthx

thx -1

FiG. 5.4 Représentation graphique des fonctions hyperboliques réciproques. a. Tracé de la
fonction argch en bleu ainsi que du cosinus hyperbolique. b. Tracé de la fonction argsh en rouge
ainsi que du sinus hyperbolique. c. Tracé de la fonction argth en vert ainsi que de la tangente
hyperbolique.



