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448.TransforméesdeLaplace

Ennotantsqwles“ondescarrées”,c’est-à-direlescréneauxunités:

sqw(t)=


+1si0⩽t<1
2

−1si1
2⩽t<1

,sqw(t+1)=sqw(t);
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3. Transformées de Laplace usuelles

F(p) f (t) Remarques

e−pa δ(t − a) a ⩾ 0

1
p+ a

e−at p+ a > 0

1
(p+ a)n

e−at
tn−1

n− 1!
p+ a > 0, n ∈N

1
(p+ a)α

e−at
tα−1

Γ (α)
p+ a > 0, α > −1

1√
p+ a

e−at√
πt

p+ a > 0

1
(p+ a)2 + b2 e−at

sin(bt)
b

p+ a > 0, b > 0

p

(p+ a)2 + b2 e−at cos(bt)− a

b
e−at sin(bt) p+ a > 0, b > 0

e
(p+a)2

4b erfc
(
p+ a

2
√
b

)
e−at−bt

2
b > 0

e
(p+a)2

4b

p+ a
erfc

(
p+ a

2
√
b

)
e−at erf(

√
b t) b > 0

1
(p+ a)

√
p+ a+ 1

e−at erf(
√
t) p+ a+ 1 > 0

1
p+ a

e−2b
√
p+a e−at erfc

(
b√
t

)
p+ a > 0

1

(p+ a)
3
2
e−2b

√
p+a 2e−at

√ t

π
exp

(
−b

2

t

)
− berfc

(
b√
t

)
e−b
√
p

√
p(
√
p+ c)

ebc+ct
2

erfc
(

b√
4t

+ c
√
t

)

arctan[b(p+ a)]
π

2
δ(t)− e−at

sin
( t
b

)
t

p+ a > 0

1
p

th(ap) sqw
( t

4a

)
p > 0

1√
1 + p2

J0(t)

1√
1 + p2 (p+

√
1 + p2)n

=
1√

1 + p2

(√
1 + p2 − p

)n Jn(t)

1

(p+
√

1 + p2)n
n

Jn(t)
t



Tabledesmatières

1Alphabetgrecetlatinismescourants

2Périmètres,airesetvolumesusuels

3Formulairedetrigonométrie

4Dérivéesetintégrales

5Fonctionsusuelles

6Formulairedecalculvectorieletsystèmesdecoordonnées

7Fonctionsspéciales

8TransforméesdeLaplace

iii

428.TransforméesdeLaplace

—FonctionT-périodique:

f(t)⊐
Φ(p)

1−e−pT,

oùΦ(p)=

T∫
0

f(t)e−ptdt.

—Théorèmedelavaleurfinale:

lim
t→∞

f(t)=lim
p→0+pF(p)

—Théorèmedelavaleurinitiale:

lim
t→0+f(t)=lim

p→∞
pF(p)

—T.L.etdérivées:

f′(t)⊐pF(p)−f(0−),

f′′(t)⊐p2F(p)−pf(0−)−f′(0−),

f(n)(t)⊐p
n
F(p)−p

n−1f(0−)−...
...−f(n−1)(0−),

—T.L.d’unefonctiondéfinieparuneinté-
grale:

t ∫
0

f(u)du⊐
F(p)
p

,sif(t)⊐F(p).

—Identitésadditionnelles:

tf(t)⊐−F′(p)

f(t)
t
⊐

∞∫
p

F(u)du

—T.L.etconvolution:

(f∗g)(t)⊐F(p)G(p)

avec

(f∗g)(t)=H(t)

t+
∫
0−

f(t−τ)g(τ)dτ

pourfetgcausales.



8| Transformées de Laplace

1. Définitions et rappels

La transformée de Laplace F de f est définie par

F(p) =

∞∫
0−

f (t)e−ptdt, f (t < 0) = 0,

et est notée f (t) ⊐ F(p), ou F = L(f ). On rappelle que H(t) est la fonction de Heaviside avec :

H(t) = Id
R

+(t) =

1 si t ⩾ 0
0 si t < 0

.

Les fonctions que l’on considère sont causales, c’est-à-dire que f (t < 0) = 0. Si jamais f (t < 0) , 0
on considérera la fonction H(t)f (t) en lieu et place de f .

2. Identités et propriétés vérifiées par les transformées de La-
place

— Linéarité :

c1f1(t) + c2f2(t) ⊐ c1F1(p) + c2F(p)

— Changement d’échelle (a > 0) :

f (at) ⊐
1
a

F
(p
a

)

— Formule du retard (a > 0) :

H(t − a)f (t − a) ⊐ e−paF(p)

— Théorème de l’amortissement :

e−atf (t) ⊐ F(p+ a)

41



1|Alphabetgrecetlatinismescourants

Quecesoitenphysiqueouenmathématiqueonfaitunusagequotidiendel’alphabetgrec.En
effet,unangleserasouventnotéθouϕ,lafonctiongammad’EulerestnotéeΓ,lafonctionzéta
deRiemannestnotéeζ,etc.Aussifaut-ilconnaîtrecetalphabetquel’onrappelleenTab.1.1.

Demêmec’estuntraverscourant,auquelcemanuscritn’échappepas,qued’employer
desabréviationslatines.LetableauTab.1.2endonnequelquesunesainsiquedesexemples
d’utilisationdecelles-ci.

Enfin,onrappellequelestermeslatinssuivantssontcommunémentadmisenfrançais:
agenda,alinea,apriori,bravo,bis,decorum,facsimile,forum,gratis,idem,impromptu,incognito,
interim,insitu,ipsofacto,libido,maximum,medium,memento,minimum,mordicus,necplusultra,
prorata,quiproquo(quidproquo),recepisse,recto,strictosensu,summum,ultimatum,verso,veto,
viceversa,visa.

Tab.1.1Alphabetgrec

Lettre(s)NomLettre(s)NomLettre(s)Nom

αalphaιiotaρ,ϱrho
βbetaκ,κkappaΣ,σ,ςsigma
Γ,γgammaΛ,λlambdaτtau
∆,δdeltaµmuΥ,υupsilon
ϵ,εepsilonνnuΦ,φ,ϕphi
ζzetaΞ,ξxiχchi
ηetaO,oomicronΨ,ψpsi

Θ,θ,ϑthetaΠ,π,ϖpiΩ,ωomega

1



2 1. Alphabet grec et latinismes courants

Tab. 1.2 Abréviations latines courantes

Latin Traduction Exemple

c, ca. circa environ (temps) . . .axiomatisée par von Neumann (ca. 1930).
cf. confer voir, comparer cf. les principes (Dirac, 1930).
et al. et alii et autres K.A. Olive et al., 2014 (une centaine d’auteurs)
etc. et cetera et les autres . . .métaux de transition : Sc, Ti, V, Cr, etc.
e.g. exempli gratia par exemple . . .observés, e.g. avance du périhélie de Mercure.
i.e. id est c’est-à-dire . . .variable définie localement (i.e. intensive) . . .
N.B. nota bene Notez bien que N.B. Il sera tenu compte . . .
P.S. post scriptum “écrit après” P.S. Lisez le post-scriptum.
viz. videlicet précisément . . .le gradient de ϕ, viz. un champ vectoriel.
v., vs. versus contre Aristotélisme vs. Galiléisme

3. Fonctions de Bessel de première et seconde espèce Jν et Yν 39

J0(x)

J1(x) J2(x)

x
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

y
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0

1

Fig. 7.3 Tracé des premières fonctions de Bessel d’indice entier de première espèce (graphe du
haut) et de seconde espèce (graphe de dessous).



2|Périmètres,airesetvolumesusuels

—Rectangle:

a

b

Périmètre=2(a+b),

Aire=ab.

—Parallélogramme:

b

a h

ϕ

Périmètre=2(a+b)=2(h

sinϕ
+b)

Aire=bh=absinϕ.

—Trapèze:

B

b

h

Aire=(B+b

2

)h.
—Triangle:

b

ah

ϕ

Aire=
1
2
bh=

1
2
absinϕ.

—Cercle,Disque:

R
Périmètre=2πR,

Aire=πR2.

3

387.Fonctionsspéciales

kJ0(x)J1(x)J2(x)J3(x)J4(x)J5(x)Y0(x)Y1(x)Y2(x)Y3(x)Y4(x)Y5(x)

12,4053,8325,1366,3807,5888,7720,8942,1973,3844,5275,6456,747
25,5207,0168,4179,76111,06512,3393,9585,4306,7948,0989,36210,597
38,65410,17411,62013,01514,37315,7007,0868,59610,02311,39612,73014,034
411,79213,32414,79616,22417,61618,98010,22211,74913,21014,62316,00017,347
514,93116,47117,96019,40920,82722,21813,36114,89716,37917,81819,22420,603

Tab.7.1TableaudesvaleursarrondiesdespremierszérosdespremièresfonctionsdeBesselde
premièreetdesecondeespèce

—Formulesderécurrence:
2ν
x

Jν(x)=Jν+1(x)+Jν−1(x),

2J′ν(x)=Jν−1(x)−Jν+1(x),
(1
x

d
dx

)k(x
ν
Jν(x))=x

ν−kJν−k(x),

(1
x

d
dx

)k(x−νJν(x))=(−1)
k
x−ν−kJν+k(x).

Yνvérifielesmêmesrelations.

Enparticulier:

J′
0(x)=−J1(x),Y′

0(x)=−Y1(x).

—Formuled’addition:

Jn(x+y)=
∞∑

k=−∞
Jk(x)Jn−k(y)

—DéfinitiondeYν(x):

Yν(x)=





Jν(x)cos(νπ)−J−ν(x)
sin(νπ)

,ν∈R\N,

lim
ν→n

Jν(x)cos(νπ)−J−ν(x)
sin(νπ)

,ν=n∈N.

—Développementsasymptotiques:

Jν(x)∼
(x/2)ν

Γ(ν+1)
,x∼0,ν,−1,−2,...

Y0(x)∼
2
π

lnx,x∼0,

Yν(x)∼−
1
π
Γ(ν)(x2)−ν,x∼0,ℜ(ν)>0,

Jν(x)∼√2
πx

cos(x−νπ2−π4),x≫1,

Yν(x)∼√2
πx

sin(x−νπ2−π4),x≫1,

Jν(x)∼
1
√2πν

(ex2ν)ν,ν≫1,

Yν(x)∼−√2
πν(ex2ν)−ν,ν≫1.



4 2. Périmètres, aires et volumes usuels

— Secteur angulaire :

R
ϕ

ℓ

ℓ = Rϕ,

Aire =
ϕ

2π
πR2 =

ϕR2

2
,

avec ϕ en radians.

— Parallélépipède rectangle :

a

b

c

Aire = 2(ab+ bc+ ca),

Volume = abc.

— Sphère :

R

•O

Aire = 4πR2,

Volume =
4π
3

R3.

— Cylindre :

h

R

Aire = 2πR(R + h),

Volume = πR2h

— Cône :

h

R

Aire de la base = πR2,

Aire latérale

= πR
√

R2 + h2,

Volume =
1
3
πR2h.

3. Fonctions de Bessel de première et seconde espèce Jν et Yν 37

x

y

1 2 3

1
2

1

2x√
π

e−x2

x
√
π

erfc(x)

erf(x)

Fig. 7.2 Tracé de la fonction erreur erf (en rouge) et de la fonction d’erreur complémentaire erfc
(en bleu). Pour x→ 0 la fonction erreur s’approxime bien par la droite y = 2x/

√
π alors que pour

x→∞ (en pratique x > 3
2 ) elle s’approxime par erf(x) ∼ 1− e−x2

/(x
√
π).

3. Fonctions de Bessel de première et seconde espèce Jν et Yν

— Équation différentielle de Bessel :

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, ν ⩾ 0.

possède pour solution générale :

y(x) = AJν(x) + BYν(x), ν ∈R
y(x) = AJν(x) + BJ−ν(x), ν ∈R \N

avec Jν la fonction de Bessel de première
espèce et Yν celle de seconde espèce.
Pour ν = n ∈N on a :

J−n(x) = (−1)nJn(x).

— Représentation en série de Jν(x) :

Jν(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ (n+ ν + 1)

(x
2

)2n+ν

— Représentations intégrales de Jn(x) :

J0(x) =
1
π

π∫
0

cos(x sinθ) dθ,

Jn(x) =
1
π

π∫
0

cos(nθ − x sinθ) dθ, n ∈N

=
1

2π

π∫
−π

ei(nθ−x sinθ) dθ,

Jν(x) =
2(x/2)ν√
πΓ (ν + 1

2 )

1∫
0

(1− t2)ν−
1
2 cos(xt) dt, ℜ(ν) > −1

2
.

— Fonctions génératrices de Jn(x) :

e
x
2 (t− 1

t ) =
∞∑

n=−∞
tnJn(x), eixcosθ =

∞∑
n=−∞

inJn(x)einθ ,

1 = J0(x) +
∞∑
n=1

2J2n(x), eix sinθ =
∞∑

n=−∞
Jn(x)einθ .



3|Formulairedetrigonométrie

1.Définitiondesfonctionstrigonométriquesdansuntriangle
rectangle

PourletrianglerectangleOABavec�AOB=ϕ,telqu’enFig.3.1,ondéfinit:

cosϕ=
côtéadjacent
hypothénuse

=
OA
OB

,

sinϕ=
côtéopposé
hypothénuse

=
AB
OB

,

tanϕ=
sinϕ
cosϕ

=
côtéopposé

côtéadjacent
=

AB
OA

.

Onpeutobtenircesfonctionstrigonométriquesetleursvaleursenconsidérantdiverses
projectiond’unpointMducercleunitécentrésurl’origineO,cf.Fig.3.2.Parexempleles
coordonnéescartésiennes(x,y)decepoint,quisontlesprojectionsorthogonalessurlesaxesde
cepoint,sont(x,y)=(cosϕ,sinϕ).Decesfiguresonendéduitaisémentlesvaleursremarquables
queprennentlesfonctionstrigonométriquespourdesanglesparticuliers,quel’onlisteen
Tab.3.1etquisontreprésentéesenFig.3.3.

2.Propriétésetidentitésvérifiéesparlesfonctionstrigonomé-
triques

a.Propriétésfondamentales

O•

B•

A• côtéadjacent

côtéopposé
hypothénuse

ϕ

Fig.3.1TrianglerectangleOAB.

5

367.Fonctionsspéciales

Fig.7.1TracédelafonctionΓ
pourxréel

−4−3−2−1x

y

2.Fonctiond’erreurerf

—Définitions:

erf(x)=
2
√π

x∫
0

e−u2
du,

erfc(x)=
2
√π

∞∫
x

e−u2
du

=1−erf(x).

—Symétrie:

erf(−x)=−erf(x)

—Propriétés:

erf(0)=0,lim
x→∞

erf(x)=1,

erfc(0)=1,lim
x→∞

erfc(x)=0.

—Dérivées:

erf′(x)=
2
√πe−x2

,

erfc′(x)=−
2
√πe−x2

,

—Primitives:
∫erf(x)dx=xerf(x)+

1
√πe−x2

,

∫erfc(x)dx=xerfc(x)−
1
√πe−x2

.

—Développementsasymptotiques:

erf(x)∼
2x
√π(x→0),

erf(x)∼1−
e−x2

x√π(x→∞)



6 3. Formulaire de trigonométrie

x

y

O
1

1

−1

−1

Msinϕ

cosϕ
ϕ

tanϕ

cotanϕ = 1/ tanϕ

Fig. 3.2 Point M rapporté au cercle trigonométrique. La projection de M sur l’axe Ox donne le
cosinus de l’angle que fait OM avec Ox, sa projection sur l’axe Oy le sinus. De même la projection
de M sur la droite perpendiculaire à Ox et passant par le point de coordonnées (1,0) a pour
ordonnée tanϕ (en bleu). Enfin, la projection de M sur la droite perpendiculaire à Oy et passant
par le point de coordonnées (0,1) a pour abscisse cotanϕ = 1/ tanϕ (en rouge).

— Parité :

cos(−ϕ) = cosϕ,

sin(−ϕ) = −sinϕ,

tan(−ϕ) = − tanϕ.

— Périodicité :

cos(ϕ+ 2π) = cosϕ,

sin(ϕ+ 2π) = sinϕ,

tan(ϕ+π) = tanϕ.

On a de plus d’autres formules qui se déduisent du triangle rectangle initial dans le cercle
trigonométrique par des réflexions par rapport à certains axes, cf. Fig. 3.5.

b. Identités utiles

Les fonctions trigonométriques vérifient les identités fondamentales :

cos2ϕ+ sin2ϕ = 1,

1 + tan2ϕ =
1

cos2ϕ
,

ainsi que tout un jeu d’identités utiles pour les calculs qu’on répertorie ci-après.

7| Fonctions spéciales

1. Fonctions eulériennes Γ et B

a. Fonction gamma Γ

— Définition :

Γ (x) =

∞∫
0

tx−1e−t dt.

— Valeurs remarquables :

Γ (1) = 1, Γ
(1

2

)
=
√
π

— Relation de récurrence :

Γ (x+ 1) = xΓ (x).

— Argument entier ou demi-entier (n ∈
N) :

Γ (n+ 1) = n!, Γ
(
n+

1
2

)
=
√
π

22n
2n!
n!

.

— Formule des compléments :

Γ (x)Γ (1− x) =
π

sin(πx)
.

— Formule de duplication :

Γ (2x) =
22x−1
√
π
Γ (x)Γ (x+ 1

2 ).

— Formule de Stirling (n→∞) :

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n (
1 +

1
12n

+ . . .
)
.

b. Fonction bêta B

— Réprésentions intégrales :

B(x,y) =

1∫
0

tx−1(1− t)y−1 dt

= 2

π/2∫
0

cos2x−1θ sin2y−1θ dθ

=

∞∫
0

ρx−1

(1 + ρ)x+y dρ.

— Symétrie :

B(x,y) = B(y,x)

— Lien avec Γ :

B(x,y) =
Γ (x)Γ (y)
Γ (x+ y)

35



2.Propriétésetidentitésvérifiéesparlesfonctionstrigonométriques7

Tab.3.1Valeursremarquablesdesfonctionstrigonométriques

ϕ

radians(rad)degrés(◦)cosϕsinϕtanϕ

00◦100
π

6
30◦

√3
2

1
2

1
√3

π

4
45◦1

√2

1
√2

1

π

3
60◦1

2

√3
2

√
3

π

2
90◦01∞

—Divers:

cos(π2−ϕ)=sinϕ,

sin(π2−ϕ)=cosϕ,

tan(π2−ϕ)=
1

tanϕ
,

voiraussiFig.3.5.

—Formulesd’Euler:

e
iϕ

=cosϕ+isinϕ,

cosϕ=ℜ(e
iϕ

)

sinϕ=ℑ(e
iϕ

).

—FormulededeMoivre:

(cosϕ+isinϕ)
α

=cos(αϕ)+isin(αϕ),

pourα∈R.

—Formulesd’addition:

cos(a+b)=cosacosb−sinasinb,

cos(a−b)=cosacosb+sinasinb,

sin(a+b)=sinacosb+cosasinb,

sin(a−b)=sinacosb−cosasinb,

tan(a+b)=
tana+tanb

1−tanatanb
,

tan(a−b)=
tana−tanb

1+tanatanb
.

—Formulesdeduplication:

cos2ϕ=cos2ϕ−sin2ϕ

=2cos2ϕ−1=1−2sin2ϕ,

sin2ϕ=2sinϕcosϕ,

tan2ϕ=
2tanϕ

1−tan2ϕ.

—Formulesdelinéarisation:

cos2ϕ=
1
2

(1+cos2ϕ),

sin2ϕ=
1
2

(1−cos2ϕ).

—Sommesenproduits:

cosa+cosb=2cos(a+b

2

)cos(a−b
2

),
cosa−cosb=−2sin(a+b

2

)sin(a−b
2

),
sina+sinb=2sin(a+b

2

)cos(a−b
2

),
sina−sinb=2cos(a+b

2

)sin(a−b
2

).
—Produitsensommes:

cosacosb=
1
2

[cos(a+b)+cos(a−b)],

sinasinb=
1
2

[cos(a−b)−cos(a+b)],

sinacosb=
1
2

[sin(a+b)+sin(a−b)].

346.Formulairedecalculvectorieletsystèmesdecoordonnées

lesopérateursdifférentielsontlesexpressionssuivantes:

#„

∇=
#„
er
�

�r
+

1
r

#„
eθ

�

�θ
+

1
rsinθ

#„
eϕ

�

�ϕ

#       „

grad(f)=
�f

�r
#„
er+

1
r

�f

�θ
#„
eθ+

1
rsinθ

�f

�ϕ
#„
eϕ

div(
#„
v)=

1
r2

�

�r
(r2v

r)+
1

rsinθ

(�
�θ

(sinθvθ)+
�vϕ
�ϕ

)
=
�vr
�r

+
2
r
vr+

1
r

�vθ
�θ

+
cotanθ

r
vθ+

1
rsinθ

�vϕ
�ϕ

#  „
rot(

#„
v)=

1
rsinθ

[�
�θ

(sinθvϕ)−
�vθ
�ϕ

]#„
er+

1
rsinθ

[�vr
�ϕ−

�

�r
(rsinθvϕ)]#„

eθ

+
1
r

[�
�r

(rvθ)−
�vr
�θ

]#„
eϕ

△f=
1
r2

�

�r

(r2�f

�r

)+
1

r2sinθ
�

�θ

(sinθ
�f

�θ

)+
1

r2sin2θ

�2f

�ϕ2

=
�2f

�r2+
2
r

�f

�r
+

1
r2

�2f

�θ2+
cotanθ

r2
�f

�θ
+

1

r2sin2θ

�2f

�ϕ2

△△△
#„
v=(△vr−2vr

r2−
2vθcosθ
r2sinθ−

2
r2

�vθ
�θ−

2
r2sinθ

�vϕ
�ϕ

)#„
er

+(△vθ−vθ
r2sin2θ+

2
r2

�vr
�θ−

2cosθ

r2sin2θ

�vϕ
�ϕ

)#„
eθ

+(△vϕ−vϕ

r2sin2θ+
2

r2sinθ
�vr
�ϕ

+
2cosθ

r2sin2θ

�vθ
�ϕ

)#„
eϕ
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Fig. 3.3 Représentation des différents
angles remarquables sur le cercle unité.

x

y

O 1

1

√
3
2

1
2

1√
3

√
2
2

√
2
2

1

1
2

√
3
2

√
3

π
6

π
4

π
3

tanϕ

— Tangente de l’arc moitié [t = tan(ϕ/2)] :

cosϕ =
1− t2

1 + t2 , sinϕ =
2t

1 + t2 ,

tanϕ =
2t

1− t2 , dϕ =
2dt

1 + t2 .

Dans un triangle ABC tel que ci-
dessous :

A B

C

c

ab

α β

γ

— Lois des cosinus et sinus :

c2 = a2 + b2 − 2ab cosγ,
sinα
a

=
sinβ
b

=
sinγ
c

,

— Formules de Mollweide :

a+ b

c
=

cos
(
α− β

2

)
sin

(
γ

2

) ,
a− b
c

=
sin

(
α− β

2

)
cos

(
γ

2

) ,

a− b
a+ b

=
tan

(
α− β

2

)
tan

(
α+ β

2

)

3. Fonctions trigonométriques inverses

Sur les domaines où les fonctions trigonométriques établissent une bijection on peut définir
une fonction inverse. Par exemple on a :

arccos(cos(x)) = x, ∀x ∈ [0,π],

en notant arccos la fonction inverse du cosinus. On définit, de plus, arcsin comme étant la
fonction inverse du sinus et arctan comme étant celle de la tangente.
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a.

d
#„

S = r2 sinθ #„er dθdϕ

b.

d
#„

S = r sinθ #„eθ dϕdr

c.

d
#„

S = r #„eϕ drdθ

Fig. 6.7 Représentation des surfaces élémentaires dans le système de coordonnées sphériques.

Ainsi les quantités cinématiques du point M sont données par :

#„r =
#     „

OM = r #„er ,
#„v =

.
#„r =

.
r #„er + r

.
θ #„eθ + r sinθ

.
ϕ #„eϕ,

#„a =
..
#„r = (

..
r − r .

θ
2 − r sin2θ

.
ϕ2) #„er

+ (2
.
r

.
θ + r

..
θ − r sinθ cosθ

.
ϕ2) #„eθ

+ (2
.
r sinθ

.
ϕ+ 2r cosθ

.
θ

.
ϕ+ r sinθ

..
ϕ) #„eϕ.

c. Éléments d’intégration

L’ « élément de déplacement » est donné par :

d #„r = #„er dr + r #„eθ dθ + r sinθ #„eϕdϕ.

Grâce à celui-ci on obtient les déplacements élémentaires le long des lignes de coordonnées :

d #„r (r)
∣∣∣∣
θ,ϕ

= #„er dr, d #„r (θ)
∣∣∣∣
ϕ,r

= r #„eθ dθ d #„r (ϕ)
∣∣∣∣
r,θ

= r sinθ #„eϕdϕ.

Les surfaces élémentaires orientées obtenues en fixant une coordonnées (cf. Fig. 6.7) sont données
par :

d
#„

S (θ,ϕ)
∣∣∣∣
r

= d #„r
∣∣∣∣
ϕ,r
∧d #„r

∣∣∣∣
r,θ

= r2 sinθ #„er dθdϕ,

d
#„

S (ϕ, r)
∣∣∣∣
θ

= d #„r
∣∣∣∣
r,θ
∧d #„r

∣∣∣∣
θ,ϕ

= r sinθ #„eθ dϕdr,

d
#„

S (r,θ)
∣∣∣∣
ϕ

= d #„r
∣∣∣∣
θ,ϕ
∧d #„r

∣∣∣∣
ϕ,r

= r #„eϕdrdθ.

L’élément de volume infinitésimal (cf. Fig. 6.6 b) est donné par :

dV(r,θ,ϕ) =
(
d #„r

∣∣∣∣
ϕ,r
∧d #„r

∣∣∣∣
r,θ

)
·d #„r

∣∣∣∣
θ,ϕ

= r2 sinθdrdθdϕ.

d. Expressions des opérateurs différentiels en coordonnées sphériques

Pour un champ scalaire f et un champ de vecteur #„v donné par :

#„v = vr
#„er + vθ

#„eθ + vϕ
#„eϕ,



3.Fonctionstrigonométriquesinverses9

a.

ϕ

1
2

π
3

π
6

cosϕ

sinϕ

1

−1

π
2

π −π−
π
2

π
2

−3π2

b.

ϕ

tanϕ

1

π
4

π −π −3π2−
π
2

π
2

3π
2

Fig.3.4Représentationgraphiquedesfonctionstrigonométriquesavecena.lafonctioncosinus
enbleuetlafonctionsinusenrougeetenb.lafonctiontangenteenorange.

326.Formulairedecalculvectorieletsystèmesdecoordonnées

a.x

y

z

O

#„
ex

#„
ey

#„
ez

• M

r

z

x

y

ϕ

θ

#„
er

#„
eθ

#„
eϕ

b.
x

y

z

dr

rdθ
rsinθdϕ

dV=r2sinθdrdθdϕ

Fig.6.6Représentationdusystèmedecoordonnéessphériquesena.etreprésentationde
l’élémentdevolumeinfinitésimaldVàlasurfaced’unesphèreencoordonnéessphériquesenb.

oùθestlacolatitudeetϕlalongitude,cf.Fig.6.6a.Cesystèmepeuts’inverserdiversementavec,
parexemple:






r=√x2+y2+z2,

tanϕ=
y

x
,

cosθ=
z

√x2+y2+z2
.

Labase{
#„
er,

#„
eθ,

#„
eϕ}estuneBONDreliéeàlabasecartésiennepar:

#„
er=sinθcosϕ

#„
ex+sinθsinϕ

#„
ey+cosθ

#„
ez,

#„
eθ=cosθcosϕ

#„
ex+cosθsinϕ

#„
ey−sinθ

#„
ez,

#„
eϕ=−sinϕ

#„
ex+cosϕ

#„
ey.

b.Relationscinématiques

LorsquelepointMévoluedansletempslescoordonnéesévoluentdansletempsetles
vecteursdelabasemobilevérifientleséquationsdifférentielles:

.#„
er=

.
θ

#„
eθ+sinθ.ϕ#„

eϕ,
.#„
eθ=−

.
θ

#„
er+cosθ.ϕ#„

eϕ,
.#„
eϕ=−sinθ.ϕ#„

er−cosθ.ϕ#„
eθ.
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x

y

O 1

1

−1

−1

ϕ

ϕ ϕ

ϕ

ϕ

(cosϕ,sinϕ)

cos(π/2+ϕ) = −sinϕ
sin(π/2+ϕ) = cosϕ

cos(π/2−ϕ) = sinϕ

sin(π/2−ϕ) = cosϕ

cos(π +ϕ) = −cosϕ
sin(π +ϕ) = −sinϕ

cos(π −ϕ) = −cosϕ
sin(π −ϕ) = sinϕ

Fig. 3.5 En considérant un point M du cercle trigonométrique, tel que OM fasse un angle
ϕ avec l’axe Ox, et les réflexions de OM on établit de nouvelles identités entre les fonctions
trigonométriques cos et sin. La réflexion vis-à-vis de l’origine O consiste à considérer le point
faisant un angle de ϕ+π par rapport à l’axe Ox. La réflexion par rapport à Oy celui d’angle π−ϕ,
celle par rapport à la première bissectrice (y = x) celui d’angle π/2−ϕ. Enfin, la composition des
deux dernières réflexions donne le point faisant un angle de π/2 +ϕ avec l’axe Ox.
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a.

d
#„

S = ρ #„eρ dϕdz

b.

d
#„

S = #„eϕ dρdz

c.

d
#„

S = ρ #„ez dρdϕ

Fig. 6.5 Représentation des surfaces élémentaires dans le système de coordonnées cylindriques.

L’élément de volume infinitésimal (cf. Fig. 6.4 b) est donné par :

dV(ρ,ϕ, z) =
(
d #„r

∣∣∣∣
z,ρ
∧d #„r

∣∣∣∣
ρ,ϕ

)
·d #„r

∣∣∣∣
ϕ,z

= ρ dρdϕdz.

d. Expressions des opérateurs différentiels en coordonnées cylindriques

Pour un champ scalaire f et un champ de vecteur #„v donné par :

#„v = vρ
#„eρ + vϕ

#„eϕ + vz
#„ez ,

les opérateurs différentiels ont les expressions suivantes :

#„∇ = #„eρ
�

�ρ
+ #„eϕ

1
ρ

�

�ϕ
+ #„ez

�

�z
,

#       „

grad(f ) =
�f

�ρ
#„eρ +

1
ρ

�f

�ϕ
#„eϕ +

�f

�z
#„ez ,

div( #„v ) =
1
ρ

�

�ρ
(ρvρ) +

1
ρ

�vϕ
�ϕ

+
�vz
�z

=
�vρ
�ρ

+
vρ
ρ

+
1
ρ

�vϕ
�ϕ

+
�vz
�z

,

#  „rot( #„v ) =
(

1
ρ

�vz
�ϕ
− �vϕ

�z

)
#„eρ +

(
�vρ
�z
− �vz

�ρ

)
#„eϕ +

1
ρ

(
�

�ρ
(ρvϕ)− �vρ

�ϕ

)
#„ez ,

△f =
1
ρ

�

�ρ

(
ρ
�f

�ρ

)
+

1
ρ2

�2f

�ϕ2 +
�2f

�z2 =
�2f

�ρ2 +
1
ρ

�f

�ρ
+

1
ρ2

�2f

�ϕ2 +
�2f

�z2 ,

△△△ #„v =
[
△vρ − 1

ρ2

(
vρ + 2

�vϕ
�ϕ

)]
#„eρ +

[
△vϕ − 1

ρ2

(
vϕ − 2

�vρ
�ϕ

)]
#„eϕ + (△vz) #„ez .

5. Système de coordonnées sphériques

a. Définition

Dans ce cas on pose :
x = r sinθ cosϕ,

y = r sinθ sinϕ,

z = r cosθ,

r ⩾ 0, 0 ⩽ θ ⩽ π, −π ⩽ ϕ < π.
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a.

x

y

y=cosx

y=arccosx

1

1π
2

π
2

−1

π

−1

π
y=x

b.

x

y

y=sinx

y=arcsinx

1

π
2

π
2

1
−1

−
π
2

−
π
2

−1

c.

x

y
y=tanx

y=arctanx

−
π
2

π
2

π
2

−
π
2

Fig.3.6Représentationgraphiquedesfonctionstrigonométriquesréciproques.a.Tracédela
fonctionarccosenbleuainsiqueducosinus.b.Tracédelafonctionarcsinenrougeainsiquedu
sinus.c.Tracédelafonctionarctanenvertainsiquedelatangente.

306.Formulairedecalculvectorieletsystèmesdecoordonnées

où,dansleplanOxy,lescoordonnéessontlescoordonnéespolaires(ρ,ϕ).Lesystèmes’inverse
en


ρ=√x2+y2,

tanϕ=
y

x
,

oùpourdéterminerϕilestnécessairedefaireattentionausecteurduplandanslequelestM.
Enchoisissantϕdans[−π,π]onalaformuleplusglobale:

ϕ=2arctany

x+√x2+y2

,∀(x,y)∈R2.

Lesvecteurs{
#„
eρ,

#„
eϕ,

#„
ez}formentuneBONDmobileliéeàlabasecartésienne(fixe)par:

#„
eρ=cosϕ

#„
ex+sinϕ

#„
ey,

#„
eϕ=−sinϕ

#„
ex+cosϕ

#„
ey,

#„
ez=

#„
ez.

b.Relationscinématiques

Lesvecteursdelabasecylindriquesontmobilesetvérifientleséquationsdifférentielles:
.#„
eρ=.ϕ#„

eϕ,
.#„
eϕ=−.ϕ#„

eρ,
.#„
ez=0,

cequipermetd’obtenirlesquantitéscinématiquesd’unpointMderayonvecteur
#„
r(t)=

#     „

OM(t)
évoluantdansletemps:

#„
r=

#     „

OM=ρ
#„
eρ+z

#„
ez,

#„
v=

.#„
r=.ρ#„

eρ+ρ.ϕ#„
eϕ+.z#„

ez,

#„
a=

..#„
r=(..ρ−ρ.ϕ2

)
#„
eρ+(2.ρ.ϕ+..ϕ)

#„
eϕ+..z#„

ez.

c.Élémentsd’intégration

L’«élémentdedéplacement»estdonnépar:

d
#„
r=

#„
eρdρ+ρ

#„
eϕdϕ+

#„
ezdz.

Grâceàcelui-cionobtientlesdéplacementsélémentaireslelongdeslignesdecoordonnées:

d
#„
r(ρ)∣∣∣∣ϕ,z=

#„
eρdρ,d

#„
r(ϕ)∣∣∣∣z,ρ=ρ

#„
eϕdϕ,d

#„
r(z)∣∣∣∣ρ,ϕ=

#„
ezdz.

Lessurfacesélémentairesorientéesobtenuesenfixantunecoordonnées(cf.Fig.6.5)sontdonnées
par:

d
#„

S(ϕ,z)∣∣∣∣ρ=d
#„
r∣∣∣∣z,ρ∧d

#„
r∣∣∣∣ρ,ϕ=ρ

#„
eρdϕdz,

d
#„

S(z,ρ)∣∣∣∣ϕ=d
#„
r∣∣∣∣ρ,ϕ∧d

#„
r∣∣∣∣ϕ,z=

#„
eϕdρdz,

d
#„

S(ρ,ϕ)∣∣∣∣z=d
#„
r∣∣∣∣ϕ,z∧d

#„
r∣∣∣∣z,ρ=ρ

#„
ezdρdϕ.



12 3. Formulaire de trigonométrie

On démontre que ces fonctions réciproques vérifient les identités suivantes :

arccosx+ arcsinx =
π

2
, arctanx+ arctan

1
x

= sgn(x)
π

2
,

arcsinx = arctan
(

x√
1− x2

)
, arctanx = arcsin

(
x√

1 + x2

)
.

4. Système de coordonnées cylindriques 29

a. x

y

z

O

#„ex

#„ey

#„ez

•M

z

ρ

x

y

#„eρ

#„eϕ
#„ez

ϕ

b. x

y

z

dρ

dz
ρ dϕ

dV = ρ dρdϕdz

Fig. 6.4 Représentation du système de coordonnées cylindriques en a. et représentation de
l’élément de volume infinitésimal dV à la surface d’un cylindre en coordonnées cylindriques en
b.

les opérateurs différentiels ont les expressions suivantes :

#„∇ = #„ex
�

�x
+ #„ey

�

�y
+ #„ez

�

�z
,

#       „

grad(f ) =
�f

�x
#„ex +

�f

�y
#„ey +

�f

�z
#„ez ,

div #„v =
�vx
�x

+
�vy
�y

+
�vz
�z

,

#  „rot( #„v ) =
(
�vz
�y
− �vy

�z

)
#„ex +

(
�vx
�z
− �vz

�x

)
#„ey +

(
�vy
�x
− �vx

�y

)
#„ez ,

△f =
�2f

�x2 +
�2f

�y2 +
�2f

�z2 ,

△△△ #„v = (△vx) #„ex + (△vy) #„ey + (△vz) #„ez .

4. Système de coordonnées cylindriques

a. Définition

Dans ce cas on pose : 
x = ρcosϕ,

y = ρsinϕ,

z = z,

ρ ⩾ 0, −π ⩽ ϕ < π, z ∈R,



4|Dérivéesetintégrales

1.Règlesdedérivations

Soientfetgdeuxfonctionsdérivables,onaalors:
(f+g)′=f′+g′,(λf)′=λf′,λ∈R,
(f·g)′=f′·g+f·g′,(f◦g)′=(f′◦g)·g′.

Laformule,ci-dessus,dedérivéedesfonctionscomposéespermetd’obtenirpouruunefonction
dérivable:

(uα)′=αu′uα−1,α∈R,(√u)′=
u′

2√u,(1
u)′=−

u′

u2,

(uv)′=
u′v−uv′

v2,(lnu)′=
u′

u
,(eu)′=u′eu.

LesdérivéesdesfonctionsusuellessontrépertoriéesenTab.4.1.Lesdéveloppementslimités
usuelsenx=0sonteuxreproduitsenTab.4.2.

2.Règlesd’intégrations

Pourfunefonctioncontinuesurunintervalle,deprimitiveF,ona:

b∫
a

f(x)dx=[F(x)]b
a

=F(b)−F(a).

L’intégralevérifielespropriétésd’additivitéetd’homogénéitéquienfontuneopérationlinéaire:

b∫
a

[f(x)+g(x)]dx=

b∫
a

f(x)dx+

b∫
a

g(x)dx,

b∫
a

λf(x)dx=λ

b∫
a

f(x)dx,λ∈R.

13

286.Formulairedecalculvectorieletsystèmesdecoordonnées

a.

y
d

#„

S=
#„
exdydz

b.

y d
#„

S=
#„
eydxdz

c.

y

d
#„

S=
#„
ezdxdy

Fig.6.3Représentationdessurfacesélémentairesdanslesystèmedecoordonnéescartésiennes.

c.Élémentsd’intégration

L’«élémentdedéplacement»estdonnépar:

d
#„
r=

#„
exdx+

#„
eydy+

#„
ezdz.

Grâceàcelui-cionobtientlesdéplacementsélémentaireslelongdeslignesdecoordonnées:

d
#„
r(x)∣∣∣∣y,z=

#„
exdx,d

#„
r(y)∣∣∣∣z,x=

#„
eydy,d

#„
r(z)∣∣∣∣x,y=

#„
ezdz.

Lessurfacesélémentairesorientéesobtenuesenfixantunecoordonnées(cf.Fig.6.3)sontdonnées
par:

d
#„

S(y,z)∣∣∣∣x=d
#„
r∣∣∣∣z,x∧d

#„
r∣∣∣∣x,y=

#„
exdydz,

d
#„

S(z,x)∣∣∣∣y=d
#„
r∣∣∣∣x,y∧d

#„
r∣∣∣∣y,z=

#„
eydxdz,

d
#„

S(x,y)∣∣∣∣z=d
#„
r∣∣∣∣y,z∧d

#„
r∣∣∣∣z,x=

#„
ezdxdy.

L’élémentdevolumeinfinitésimal(cf.Fig.6.2b)estdonnépar:

dV(x,y,z)=(d#„
r∣∣∣∣y,z∧d

#„
r∣∣∣∣z,x)·d#„

r∣∣∣∣x,y=dxdydz.

d.Expressionsdesopérateursdifférentielsencoordonnéescartésiennes

Pourunchampscalairefetunchampdevecteur
#„
vdonnépar:

#„
v=vx

#„
ex+vy

#„
ey+vz

#„
ez,
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Elle possède de plus des propriétés de composition des bornes d’intégrations :

b∫
a

f (x) dx = −
a∫

b

f (x) dx,

b∫
a

f (x) dx+

c∫
b

f (x) dx =

c∫
a

f (x) dx,

ce qui permet de simplifier les intégrales dans le cas où l’intégrande est paire ou impaire :

a∫
−a

f (x) dx =


0 si f est impaire,

2

a∫
0

f (x) dx si f est paire.

En exploitant la formule de la dérivée d’un produit on obtient la formule d’intégration par
parties et en utilisant celle de la dérivée des fonctions composées la formule du changement de
variable :

b∫
a

f ′(x)g(x) dx =
[
f (x)g(x)

]b
a
−

b∫
a

f (x)g ′(x) dx,

b∫
a

f (x) dx =

ϕ−1(b)∫
ϕ−1(a)

f (ϕ(ρ))ϕ′(ρ) dρ, x = ϕ(ρ).

On retrouve les primitives des fonctions usuelles en lisant « à l’envers » la table des dérivées
Tab. 4.1.

3. Système de coordonnées cartésiennes 27

a. x

y

z

O

#„ex

#„ey

#„ez

•M

z

x

y

#„ex

#„ey

#„ez

b. x

y

z

dx
dy

dz

dV = dxdydz

Fig. 6.2 Représentation du système de coordonnées cartésiennes en a. et représentation de
l’élément de volume infinitésimal dV en b.

Les autres formules utiles.–�
V

#       „

grad(φ)dV =
m

S=�V

φd
#„

S ,

�
V

#  „rot(
#„
F)dV = −

m
S=�V

#„
F ∧d

#„

S ,

�
S

#       „

grad(φ)∧d
#„

S = −
∮

C=�S

φd #„r .

3. Système de coordonnées cartésiennes

a. Définition

Le repère cartésien R = (O,B = { #„ex, #„ey ,
#„ez}) est fixe et le point M possède des coordonnées

(x,y,z) telles que :
#„r =

#     „

OM = x #„ex + y #„ey + z #„ez ,

ce qu’on représente en Fig. 6.2.

b. Relations cinématique

Les vecteurs { #„ex, #„ey ,
#„ez} forment une BOND fixe dans laquelle :

#„r =
#     „

OM = x #„ex + y #„ey + z #„ez ,

#„v =
.
#„r =

.
x #„ex +

.
y #„ey +

.
z #„ez ,

#„a =
..
#„r =

..
x #„ex +

..
y #„ey +

..
z #„ez .



2.Règlesd’intégrations15

Tab.4.1Dérivéesetprimitivesdesfonctionsusuelles

FonctionDérivée

C=constante0

x
α
,α,0αx

α−1

√x1
2√x

1
x−

1
x2

ln|x|
1
x

xlnx−xlnx

lnlnx
1

xlnx

e
x

e
x

cosx−sinx

sinxcosx

tanx1+tan2x=
1

cos2x

tan(x2)1
1+cosx

±tan(π4±x

2)1
1∓sinx

PrimitiveFonction

FonctionDérivée

arcsinx=
π

2−arccos(x)
1

√
1−x2

argchx=ln(x+
√
x2−1)1

√
x2−1

argshx=ln(x+
√
x2+1)1

√
x2+1

arctanx
1

1+x2

argthx=
1
2

ln∣∣∣∣∣1+x

1−x
∣∣∣∣∣1

1−x2

chxshx

shxchx

thx1−th2x=
1

ch2x

ln|cosx|−tanx

ln∣∣∣∣∣tan(x2)∣∣∣∣∣1
sinx

ln∣∣∣∣∣tan(x2+
π

4)∣∣∣∣∣1
cosx

ln∣∣∣∣∣th(x2)∣∣∣∣∣1
shx

2arctan(e
x
)

1
chx

PrimitiveFonction

266.Formulairedecalculvectorieletsystèmesdecoordonnées

d.Théorèmesintégraux

Rappeldesdéfinitions.–

Définition.Soient
#„
FunchampdevecteursetCunecourbeorientée,alorslacirculationdu

champdevecteurs
#„
FlelongdeCestdonnéepar:

∫
C

#„
F·d

#„
r.

Définition.Soit
#„
FunchampdevecteurstraversantunesurfaceS.Soit

#„
nlevecteurnormalàS

telque
#„
nsoitunvecteursortantlorsqueSestunesurfaceferméeetque,lorsqueSestunesurface

ouverte,
#„
netlebordorientéC=�SdeSvérifientlarègledelamaindroite.Alorslefluxduchamp

devecteurs
#„
FautraversdeSestdonnéparlaformule:

Φ=�
S

#„
F·d

#„

S,

ennotantd
#„

S=
#„
ndS.

Les«grands»théorèmes.–

—ThéorèmedeladivergenceouthéorèmedeGreen-Ostrogradski,ouformuled’Ostrogradski:

�
V

div(
#„
F)dV=m

S=�V

#„
F·d

#„

S

—Théorèmedugradient:
∫
C

#       „

grad(φ)·d
#„
r=φB−φA=∆φ

—ThéorèmedurotationnelouthéorèmedeStokes,ouformuledeStokes:

�
S

#  „
rot(

#„
F)·d

#„

S=∮
C=�S

#„
F·d

#„
r

—ThéorèmedeGreen:
�

V

(φ△ψ−ψ△φ)dV=m
S=�V

[φ
#       „

grad(ψ)−ψ
#       „

grad(φ)]·d
#„

S
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Tab. 4.2 Développements limités usuels en 0

ex = 1 + x+
1
2
x2 + ...+

xn

n!
+ O(xn+1),

sh(x) = x+
1
3!
x3 + ...+

x2n+1

(2n+ 1)!
+ O(x2n+3),

ch(x) = 1 +
1
2
x2 + ...+

x2n

2n!
+ O(x2n+2),

sin(x) = x − 1
3!
x3 + ...+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ O(x2n+3),

cos(x) = 1− 1
2
x2 + ...+ (−1)n

x2n

2n!
+ O(x2n+2),

tan(x) = x+
x3

3
+

2
15

x5 +
17

315
x7 + ...+

(−4)n

2n!
(1− 4n)B2nx

2n−1 + O(x2n+1) ♭,

(1 + x)α = 1 +αx+ ...+
α · · · (α−n+ 1)

n!
xn + O(xn+1),

1
1− x = 1 + x+ x2 + ...+ xn + O(xn+1),

ln(1− x) = −x − 1
2
x2 − ...− 1

n
xn + O(xn+1),

√
1 + x = 1 +

x

2
+ ...+ (−1)n−1 (2n− 3)!!

2n!!
xn + O(xn+1) ♯,

1√
1 + x

= 1− x

2
+ (−1)n

(2n− 1)!!
2n!!

xn + O(xn+1),

arctan(x) = x − x3

3
+
x5

5
+ ...+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ O(x2n+3),

arcsin(x) = x+
1
2
x3

3
+ ...+

(2n− 1)!!
2n!!

x2n+1

2n+ 1
+ O(x2n+3)

♭ Bn : nombres de Bernouilli
♯ n!! = n(n− 2) · · · (2 ou 1) suivant la parité (bifactorielle)

2. Opérateurs différentiels 25

b. Identités remarquables

Les opérateurs différentiels
#       „

grad, div et #  „rot vérifient différentes identités, indépendamment
des champs sur lesquels ils opèrent. Parmi celles-ci les deux suivantes sont cruciales :

div( #  „rot( #„v )) = 0,
#  „rot(

#       „

grad(f )) =
#„
0 .

Ensuite il reste un ensemble d’identités facilitant le calcul, à savoir :

#       „

grad(f g) = g
#       „

grad(f ) + f
#       „

grad(g),

div(f #„v ) = f div( #„v ) + (
#       „

grad(f )) · #„v ,

div( #„a ∧ #„

b ) =
#„

b · ( #  „rot( #„a ))− #„a · ( #  „rot(
#„

b )),

div(f
#       „

grad(g)− g #       „

grad(f )) = f △g − g △f ,
#  „rot(f #„v ) = (

#       „

grad(f ))∧ #„v + f
#  „rot( #„v ),

#  „rot( #  „rot( #„v )) =
#       „

grad(div( #„v ))−△△△ #„v ,

où cette dernière identité est souvent utilisée comme permettant de calculer le laplacien vectoriel
avec :

△△△ #„v =
#       „

grad(div( #„v ))− #  „rot( #  „rot( #„v )).

On peut aussi définir la dérivée directionnelle, dans le sens de #„v , avec #„v · #       „

grad qui vérifie :

( #„v · #       „

grad) #„v =
1
2

#       „

grad(∥v∥2) + #  „rot( #„v )∧ #„v ,

#  „rot( #„a ∧ #„

b ) = div(
#„

b ) #„a + (
#„

b · #       „

grad) #„a −div( #„a )
#„

b − ( #„a · #       „

grad)
#„

b .

Lorsque le vecteur #„v est le champ des vitesses d’un fluide alors cette dérivée directionnelle porte
le nom d’opérateur d’advection et intervient en particulier dans la dérivée particulaire de la
description eulérienne de la mécanique des fluides.

c. Identités utiles

On note #„r =
#     „

OM, r = ∥ #„r ∥, #„er = #„r /r et #„c est un vecteur constant.

#       „

grad(r2) = 2 #„r , div( #„r ) = 3, #  „rot( #„r ) =
#„
0 ,

#       „

grad(r) = #„er , div( #„er ) =
2
r
,

#  „rot( #„er ) =
#„
0 ,

#       „

grad
(1
r

)
= −

#„er
r2 , div

(
#„er
r2

)
= 0, #  „rot( #„c ∧ #„r ) = 2 #„c ,

#       „

grad(lnr) =
#„er
r
, div( #„c ∧ #„r ) = 0, △ 1

r
= 0,

#       „

grad( #„c · #„r ) = #„c , div(f (r) #„er ) =
1
r2

�

�r
[r2f (r)].



5|Fonctionsusuelles

1.Fonctionsexponentielleetlogarithme

exp(x)=lim
n→∞(1+

x

n)n=e
x
,

—Valeursremarquables:

exp(0)=e0=1,

exp(1)=e1=e=2,718281...

—Propriétés:

e
x+y=e

x
e
y
,e−x=

1
ex,

e
x−y=

ex

ey,(e
x
)
α

=e
αx
.

—Limites(α>0):

lim
x→−∞

e
x

=0,lim
x→∞

e
x

=∞,

lim
x→∞

ex

xα=∞,lim
x→−∞

x
α
e
x

=0.

lnx=

x∫
1

1
u

du,x>0.

—Valeursremarquables:

ln1=0,

lne=1.

—Propriétés:

ln(xy)=lnx+lny,ln(1
x)=−lnx,

ln(x
y

)=lnx−lny,lnx
α

=αlnx.

—Limites(α>0):

lim
x→0+lnx=−∞,lim

x→∞
lnx=∞,

lim
x→0+x

α
lnx=0,lim

x→∞
lnx

xα=0.

Lesfonctionsexponentielleetlogarithmesontréciproquesl’unedel’autre:

exp(lnx)=elnx
=x,x>0,ln(exp(x))=ln(e

x
)=x,x∈R.

2.Fonctionpuissance

Pourαréelongénéraliselanotiondepuissanceavec:

x7→x
α

=e
αlnx

,x>0,α∈R.

17

246.Formulairedecalculvectorieletsystèmesdecoordonnées

a.
#„
u

#„
v

θ

b.
#„
u

#„
v

#„
u∧

#„
v

θ

c.
#„
u

#„
vθ

d.
#„
u

#„
v

#„
w

#„
u∧

#„
v

Fig.6.1Représentationduproduitscalairededeuxvecteursena.etduproduitvectorieldeces
deuxvecteursenb.Leproduitvectorielpermetaussideretrouverl’aired’unparallélogramme
ainsiquelevolumed’unparallélépipèdecequiestillustréenc.etd.

Enfin,pourtroisvecteurs
#„
a,

#„

bet
#„
ctelsqueα=∡(

#„

b,
#„
c),β=∡(

#„
c,

#„
a),γ=∡(

#„
a,

#„

b)onal’identité
remarquable:

(
#„
a·(

#„

b∧
#„
c))2=∥

#„
a∥2∥∥∥#„

b∥∥∥2
∥

#„
c∥2(1−cos2α−cos2β−cos2γ+2cosαcosβcosγ),

utileencristallographie.

2.Opérateursdifférentiels

a.Relationàl’opérateurnabla

Lesopérateurs
#       „

grad,div,
#  „
rotet△sontreliésàl’opérateurnabla

#„

∇via:

#       „

grad(f)=
#„

∇f,div(
#„
v)=

#„

∇·
#„
v,

#  „
rot(

#„
v)=

#„

∇∧
#„
v,△f=div(

#       „

grad(f))=
#„

∇·
#„

∇f,

ennotantfunchampscalaireet
#„
vunchampdevecteurs.
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Fig. 5.1 Tracé de la fonction exponentielle
exp(x) = ex en rouge et du logarithme népérien,
sa fonction réciproque, en bleu.

x

y

y = x

O

y = ex

y = lnx

1

1

e

e

Fig. 5.2 Tracé de la fonction puissance
pour différentes valeurs de α. Lorsque
α < 0 on a une courbe décroissante qui
s’annule à l’infini (en noir). Pour α tel
que 0 < α < 1, la courbe passe sous
la première bissectrice pour x > 1 (en
bleu), alors que pour α > 1 elle dépasse
cette bissectrice (en rouge).

O x

y

1

1

y = x

0 < α < 1

α > 1

α < 0

— Propriétés :

xαxβ = xα+β,
xα

xβ
= xα−β,

xαyα = (xy)α,
xα

yα
=

(
x

y

)α
.

— Cas particuliers :

x0 = 1, x1 = x,

x−1 =
1
x
, x

1
2 =
√
x.

3. Fonctions hyperboliques

a. Définition et propriétés fondamentales

A partir de l’exponentielle on définit les fonctions cosinus hyperbolique (ch), sinus hyperbo-
lique (sh) et tangente hyperbolique (th) :

chx =
ex + e−x

2
, shx =

ex − e−x
2

, thx =
shx

chx
=

ex − e−x
ex + e−x

,

6| Formulaire de calcul vectoriel et sys-
tèmes de coordonnées

1. Identités du calcul vectoriel

a. Rappels sur les produits scalaire et vectoriel

Le produit scalaire entre deux vecteurs permet de définir le cosinus de l’angle que font ces
vecteurs :

#„u · #„v = ∥ #„u ∥∥ #„v ∥cosθ,

cf. Fig. 6.1. Le produit vectoriel, quant à lui, permet d’obtenir un troisième vecteur orthogonal
aux deux vecteurs qui le forme de telle sorte que la famille { #„u , #„v , #„u ∧ #„v } soit directe avec :

#„u ∧ #„v = ∥ #„u ∥∥ #„v ∥sinθ #„eu∧v ,

en notant #„eu∧v le vecteur unitaire ayant même direction et même sens que #„u ∧ #„v .
Le produit vectoriel permet de retrouver l’aire du parallélogramme dont les deux côtés sont

engendrés par #„u et #„v , alors que le produit mixte donne le volume du parallélépipède engendré
par #„u , #„v et #„w avec :

Aire Parallélogramme = ∥ #„u ∧ #„v ∥ ,
Volume Parallélépipède = |( #„u ∧ #„v ) · #„w| ,

ce qui est illustré en Fig. 6.1 c. et d.

b. Identités remarquables

Les produits scalaire, vectoriel et mixte vérifient les identités suivantes quels que soient les
vecteurs auxquels ils s’appliquent.

produit mixte : #„a · ( #„

b ∧ #„c ) =
#„

b · ( #„c ∧ #„a ) = #„c · ( #„a ∧ #„

b ),

double produit vectoriel : #„a ∧ (
#„

b ∧ #„c ) =
#„

b ( #„a · #„c )− #„c ( #„a · #„

b ),

formule de Lagrange : ( #„a ∧ #„

b ) · ( #„c ∧ #„

d ) = ( #„a · #„c )(
#„

b · #„

d )− ( #„a · #„

d )(
#„

b · #„c ).

On a les deux identités suivantes :

Identité de Jacobi : #„a ∧ (
#„

b ∧ #„c ) +
#„

b ∧ ( #„c ∧ #„a ) + #„c ∧ ( #„a ∧ #„

b ) =
#„
0 ,

Identité de Lagrange : ∥ #„u ∧ #„v ∥2 + ( #„u · #„v )2 = ∥ #„u ∥2 ∥ #„v ∥2 .

23



3.Fonctionshyperboliques19

quiontuneparitédéfinie:

ch(−x)=chx,sh(−x)=−shx,th(−x)=−thx

etvérifientlesidentitésfondamentales:

ch2x−sh2x=1,

1−th2x=
1

ch2x.

Cesfonctionshyperboliques,commeleurscomparsestrigonométriques,satisfontàunensemble
d’identitésqu’onrépertorieci-après.Lesgraphesdesfonctionsch,shetthsontreprésentésen
Fig.5.3

—Formulesd’addition:

ch(x±y)=chxchy±shxshy,

sh(x±y)=shxchy±chxshy,

th(x±y)=
thx±thy

1±thxthy
,

—Formulesdeduplication:

ch2x=ch2x+sh2x

=2ch2x−1=1+2sh2x,

sh2x=2shxchx,

th2x=
2thx

1+th2x.

—Formulesdelinéarisation:

2ch2x=ch(2x)+1,

2sh2x=ch(2x)−1.

—Sommesenproduits:

chx+chy=2ch(x+y

2)ch(x−y 2),
chx−chy=2sh(x+y

2)sh(x−y 2),
shx+shy=2sh(x+y

2)ch(x−y 2),
shx−shy=2ch(x+y

2)sh(x−y 2).
—Produitsensommes:

2chxchy=ch(x+y)+ch(x−y),

2shxshy=ch(x−y)−ch(x−y),

2shxchy=sh(x+y)+sh(x−y).

—Fonctiondel’anglemoitié[t=th(x/2)]:

chx=
1+t2

1−t2,shx=
2t

1−t2,

thx=
2t

1+t2,dx=
2dt

1+t2.

b.Fonctionshyperboliquesinverses

Surlesdomainesoùlesfonctionshyperboliquesétablissentunebijectiononpeutdéfinirune
fonctioninverse.Parexempleona:

argch(ch(x))=x,∀x⩾0,

ennotantargchlafonctioninverseducosinushyperboliquech.Ondéfinit,deplus,argsh
commeétantlafonctioninversedusinushyperboliqueetargthcommeétantcelledelatangente
th.Lesgraphesdesfonctionsargch,argshetargthsontreprésentésenFig.5.4.
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Fig. 5.3 Représentation des fonctions hyperbo-
liques. En rouge le cosinus hyperbolique chx,
en bleu le sinus hyperbolique shx et finale-
ment en noir la tangente hyperbolique thx.

x

y

1

−1

O

y = chx

y = shx

= thx

Ces fonctions hyperboliques réciproques ont une représentation logarithmique :

argchx = ln
(
x+
√
x2 − 1

)
,

argshx = ln
(
x+
√
x2 + 1

)
,

argthx =
1
2

ln
(1 + x

1− x
)
.

3. Fonctions hyperboliques 21

a.
x

y

1

1

O

y = chx

y = argchx

b.

x

y

O

y = argshx

y = shx

c.

x

y

1

−1

1−1
O

= thx

y = argthx

Fig. 5.4 Représentation graphique des fonctions hyperboliques réciproques. a. Tracé de la
fonction argch en bleu ainsi que du cosinus hyperbolique. b. Tracé de la fonction argsh en rouge
ainsi que du sinus hyperbolique. c. Tracé de la fonction argth en vert ainsi que de la tangente
hyperbolique.


